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thin plate spline →  ← cubic 
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æ ¹0±£Ç�¸�ºj´�¶D»�Âa¯�¹�¯iÂj°;±£¸�¯i²�¶D·R¸�¹"º�±�»�¸V»�¸�¯i¸!·R¸\³�»�·R¸�°RÇ�°JÕR·�¸R±Øº�Ù�´�Á�¯�¹"Ç�°�Ð�Âf±µ°Jð
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° ã � ¼ ³ ÒNÀ ã Ì�´s±�¸RÅ � ËÌ µ Í �� ¹"»�´ åMÎ
¹0»�´�ÅÐÏË ô Î � ¼Dò�Ï£ÒoÀ

ç�ÅR±µ´a¹0¯�¸�³�Ç�°;Ç�Â�±�Æ�ÇN°�¶DÂf»�Ä ÑZ�PÕRÇNãP·�¯^ºf±£»�¸Ú¼2�iÀ�Ô�Ï
íÚÇ�¹0¯i¸V¯i²µ´�» æ ¸�°�º�ÅRÇ�¹�¯iÂj°;±£¸�¯i²�¶D·R¸�¹"º�±�»�¸V±Øºj´sÇ�²Ø¶dÕ�¶D»�Âa¯�Â�³R±£º�Âj¯iÂfÎ·Ì;Õ�¯�´

 ¼ � �'Ì�À � ì�´�±£¸�Å � Ë ´�±£¸ Ì �Ì ¼L¹0»�´�Å µ �Ë ³ ¹"»�´�ì Ì � À�Ñ ´�±£¸�Å � Ë ¹0»�´ Ì �� Ë ¹"»P´sÅ Ì Ì Í �� ´�±�¸ ��Î ºj¯i¸RÅ Î Ì ô ÎÓÒ �
¼Dò�Ï ì�À

ç�ÅRÇ�è�Ç�Î�±�¸RÐ�Â�ÇN°;±£Ç�¸Pº6±�¸-Í�»�Âfè\±£¸RÐ�»�·;º  ¼ � �FÌ�À � ü±Ôã ¯ ó>Ô ° ã�Õ ¼dÒfË!¼:ÌR¼ å&³�� ÀsÀ µ À>±µ´�ºfÅRÇH¶D»�ÂfÄ-·R²µ¯
Ô®ã ¯ óÓÔ

¼ ³ ÒNÀ ã ¹0»�´ åMÎ
ÒOËê¼wÌ;¼ å�³´� ÀsÀ µ �

ì ÌÌ×Ö ¹"»P´ Ì � ¹"»P´ ��Î ¹"»P´sÅÐÏË ´�±£¸RÅ � Ë Ë ´�±£¸ Ì � ´�±£¸ �ØÎ ¹"»�´�Å � Ë ´�±�¸RÅ«ÏË
¹"»P´sÅ µ �Ë ³ ¹0»�´�ì Ì � � Î¾Ù Ñ ³ Ì � Ì ÔD��¼Dò�Ï ïPÀ

¿6±£Ð�·RÂfÇ'ò�Ï£ÒP¼L°�À�±�²£²�·�´sº�Âj¯^º�ÇN´�º�ÅRÇ�Ç"È3Ç�¹"º*»i¶±Ì »�¸×ºfÅRÇ�¹"»�¸�°;±Øºf±£»�¸R±�¸RÐ�»�¶�ºfÅRÇ�®a¾�¿�±£¸PºfÇ0ÂfÁ�»�Ù
²µ¯^º�±�»�¸�Ä�¯iº�Âf±ØÃJÏ�ß�¸RÇ�Í�¯oÎ�ºfÅRÇ�±�²£²£Ù�¹0»�¸�°R±Øºf±£»�¸R±£¸�Ð�Ä�¯i¸R±£¶DÇ�´sºf´�±Øºj´sÇ�²Ø¶A±µ´a±�¸�Âf¯�ÁR±µ°VÐ�Âf»^Í�º�ÅV»i¶=º�Å�Ç
Ç"Ã;Á�¯�¸�´�±£»�¸!¹0»PÇ7Ú�¹"±�Ç0¸Pºf´ ° � ¯�´OÌ�Û�ÓRÏAÌHã�·�¯^º�±�»�¸Ú¼Dò�Ï£ÒoÀ�±£Ä�ÁR²�±£ÇN´

° ã � Ì µ ¼ ³ ÒNÀ ã ´s±�¸RÅ«Ü � ËØÝ
ì Ì ¹0»�´�Å Ü ã � Ëµ Ý ËÆÞ�¼:Ì�À

·R¸R±£¶D»�ÂfÄ�²£Î ±£¸ å Ï ë ´IÌßÛ�Ó�ÇN¯�¹jÅV¹"»\Ç<Ú�¹"±�Ç0¸Pº ° ã Í
±�²�²?Ð�Âf»^ÍêÇ"Ã;Á�»�¸RÇ�¸Pº�±µ¯i²�²£Î3ð
° ã�� Ì µ ¼ ³ ÒoÀ ãyà  ��á Ë ¯

ò Ì ¼Dò�Ï ò\À

Ë�Ç�´�ÁR±ØºfÇ*º�Å�Ç*¶L¯�¹"ºaº�Å�¯iºaº�Å�Ç-´sÎ;´sº�Ç�Ä ±µ´a±�²£²£Ù�¹0»�¸�°R±Øºf±£»�¸RÇ�°JÕ�Ç�´�Á�ÇN¹"±µ¯i²�²£Î!¯�´IÌ�Û ÓRÕRºfÅRÇ-®a¾�¿
¯iÁ�ÁRÂ�»oÃ;±�Ä�¯^º�±�»�¸�ÂfÇ0Ä�¯i±�¸�´�³�»�·�¸�°;Ç�° ¯i¸�°�Í�Ç0²�²�°RÇ æ ¸RÇN°×¼D±�¸�°;Ç�Ç�°JÕ�¶D»�Â�º�ÅRÇ�¹0¯�Âf°;±�¸�¯�²�°R¯iºf¯RÕ�¼Dò�Ï ì�À
´�ÅR»^Ía´�º�Å�¯iº�²£±�Ä Ë�â �  ¼ � �FÌiÀ � �C� � ��ã��ã ÀzÏ�Öd´�´�·RÇN´�Â�Ç�Ð�¯iÂj°;±�¸RÐ!²£±�Ä�±Øºj´�¶D»�Â�ÌäÛ Ó!¯�Â�Ç�°R±�´f¹"·�´f´�Ç�°
Ä�»�ÂfÇ�±£¸ÜÑ ìNÔqÏ

È?¥ ��ªºå^´^\æO^P¬�§-k¸cR¦>ª e�©4k-kNwÏ&Ò7^�¨�^hiæ^\ª67^hk�L¦ ¤ ¢f� ¥ ë ²�²�ºfÅRÂfÇ0Ç*ºdÎ\Á�Ç�´�»i¶�Ç0¸�°�¹"»�¸RÙ
°;±£º�±�»�¸�´�¶D»�Â�¹"·R³R±µ¹V´sÁ�²£±�¸RÇ�´�ÿ^®�¾�¿=´�Ä�Ç0¸Pº�±�»�¸�Ç�°Ý±�¸�é\Ç�¹"º�±�»�¸.ï�ÁRÂf»;°;·�¹0ÇÂÞ�¼�· ® À�¹"»�¸PÆ�Ç0ÂfÐ�Ç�¸�¹"Ç
±�¸�ºfÅRÇ'±�¸Pº�Ç�Â�±�»�ÂNÕ3³R·;º�º�ÅRÇ�Î�°;±£È�Ç�Â*´s±�Ð�¸R± æ ¹�¯i¸Pº�²�Î�±£¸�º�ÅRÇ�±£Â*¯�¹0¹"·�Âf¯�¹"ÎV¸RÇ�¯�Â�ºfÅRÇ�Ç0¸�°�´0Ï�íÚÇ�²£±µ´sº
³�Ç0²�»^Í ¯!¶DÇ0Í ¯�°�°;±Øºf±£»�¸�¯i²�Í�¯oÎ;´�»�¸RÇ�Ä�±�Ð�ÅPº�·�´�Ç'ºf»�±£Ä�ÁRÂf»^Æ�Ç'º�Å�Ç�Ç�°;Ð�Ç�¯�¹0¹0·RÂj¯�¹"Î�Ï�á�¯^ºfÇ0Â*±�¸
º�Å�±�´�´�Ç�¹"º�±�»�¸?Õ�ÍHÇ�Í
±�²£²=ºfÇ�´sº-¯i²�²=º�ÅRÇ�°;±£È�Ç�Â�Ç�¸Pº-¯iÁRÁRÂf»�¯�¹jÅRÇ�´�Õ3Í
ÅRÇ0¸Û¹"»�Ä-³R±�¸RÇN°�Í
±£º�ÅÜ°;±£È�Ç�Â�Ç�¸Pº
®a¾�¿Ü¶D·�¸�¹zºf±£»�¸�´0Õ�±£¸ÛÒ"Ù�Ë'Ï�é\Ç�¹"º�±�»�¸m[�Í
±£²�²�¹"»�¸Pºf¯i±�¸�´�±�Ä�±�²µ¯iÂ�º�ÇN´dºj´�¶D»�Â�ì^Ù�Ë'ÏÈ?¥L¤�¥ ��ª>ª6L¦ºåæe�©4ÒC©?¦6©4iÝ7c	ÒH§-^P¨�iæk ¥ ë ²ØºfÅR»�·�Ð�Å�¸�¯iº�·RÂj¯i²6´sÁR²�±�¸RÇ�¼LÇ0¸;¶D»�Âf¹0±£¸RÐ�ºfÅRÇ-·�´s·;Ù
¯i²�²�Î-±�¸�¹"»�Â�ÂfÇ�¹"º �� � ¼ � À � Ó*¯iº�³�»iº�Å�Ç�¸�°R´jÀ=±µ´�ãP·R±£º�Ça±�¸�¯�¹�¹"·RÂj¯^ºfÇ�Õ^ºfÅRÇ�®a¾�¿à±£Ä�ÁR²�Ç0Ä�Ç�¸�ºj¯^ºf±£»�¸�»i¶
±£º�¹0¯i¸'³�Ç
Ð�Ç0¸RÇ�Âf¯�²£±�ñ0ÇN°JÏ?Ö�¸�´sº�ÇN¯�°'»i¶3¯�°R°;±�¸RÐ�Ò�� � ¯�´6¯oÆ^¯�±£²µ¯i³R²�Ç�³�¯�´�±�´6¶D·�¸�¹zºf±£»�¸�´�¯i¸�°'Ç0¸R¶D»�Âj¹"±�¸RÐü ° � � ÓRÕ ü ° � � � � Ó�Í�Ç-¹�¯i¸×¯�°�°ÛÒ�Õ � Õ � µ Õ ���-�£Õ �£ç ¯i¸�°VÇ0¸;¶D»�Âf¹0Ç ü ° � � Ó�Õ ü ° � � � � ÓRÕü ° � � µ� � Ó�Õ+�-���£Õ ü ° � � ç � � Ó�Í
ÅRÇ0ÂfÇLÅÝºj¯iè�Ç�´-¯�¸\Îà»�¶�ºfÅRÇ!Æo¯�²£·�Ç�´-Ó�Õ�Ò�Õ�ì;Õ�Ï�Ï£Ï½Õ � ¼L¯�¸�°
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�	��
�Êè����"GØé�$�":�F(:�N#�� ��" � #�$�z�����"5(7�'�-#�� ��"5�+#�$�#M%0"`ÃN��%DEN$��F"5� #�$?ê%ë:ì�íØîÉï�ljnx��w�ljyMë�ø�ë:ìÓð�ñò í)í4ó:3)ÃN#�?�$���3h%�(7#�$�"�>E-(�U��6ô ?õÃN�>$»E-3D�+$-,6J�� ö0�F(M�F$�"f�D#��»x'�+$���"5�+#�$�3<#!%)�>EÊxF�+�<.0/2143B?��+"
Ã6,�� #7x!�����N#�� *�$�#��O� ����":�F(��93ºó7��$�JO�9��":�PÃ-�@$-,�D#�$�3D"5(7���@$�"53Äô�P
Í
ÅRÇ�Â�Ç�� ±µ´*»�¸�Ç�²£ÇN´�´*º�Å�¯�¸Ûº�ÅRÇ�¸\·RÄ'³�Ç�Â-»�¶�Ð�Â�±µ°ÚÁ�»�±£¸Pºf´ � � ��� � Ó	��Ò����-�����8��ÀzÏVç�ÅRÇ ¹�¯�´�ÇÅ � Ò�¹"»�Â�ÂfÇ�´�Á�»�¸�°R´Aº�»�¯-¸�¯^º�·�Âf¯�²�´�ÁR²�±£¸RÇ�Õ;¯i¸�°=Å � � ¹0»�ÂfÂ�ÇN´sÁ�»�¸�°R´�ºf»�¹0²�¯�´�´�±�¹�¯i²�Á�»�²£Î\¸R»�Ä�±�¯�²
±�¸�ºfÇ0ÂfÁ�»�²�¯iº�±�»�¸Ú¼�º�Å�ÇL�ÛË�Ò*¹"»�¸�´dºfÂf¯�±£¸Pºf´�¸R»^Íê¶D»�Âj¹"Ç*¯i²�²)� ËêÒ�®a¾�¿ ¹"»\Ç7Ú�¹0±£Ç�¸Pºf´�º�»�Æ^¯i¸�±�´�Å�ÀzÕ
¿6±£Ð�·RÂfÇ
îRÏ£Ò�´�ÅR»^Ía´6º�ÅRÇ�ÂfÇ�´�·R²£ºf´=»i¶J¯�¸\·RÄ�Ç0Âf±�¹�¯i²\Ç"Ã;Á�Ç0Âf±£Ä�Ç0¸Pº�·�´�±£¸�Ð�¹0·R³R±µ¹
®a¾�¿=´=Í
±ØºfÅ�Æ^¯�Â�Î\±�¸RÐÅ�Ï=ç�ÅRÇ�¶DÂf»�¸Pº=¹0·RÂfÆ�Ç�´sÅR»^Ía´ � ¼ � À � ³ ¯iÂj¹zºf¯�¸J¼xîR¼ � Ë �µ ÀsÀ���¯i¸�°-º�ÅRÇ�¶D»�²£²�»^Í
±£¸�Ð�¹0·RÂ�Æ�Ç�´=°;±£È�Ç�Â�Ç�¸Pº
¯iÁ�ÁRÂ�»oÃ;±�Ä�¯^º�±�»�¸�´>»�³;ºf¯�±£¸�Ç�°'³PÎ-±£¸Pº�Ç�Â�Á�»�²µ¯^ºf±£¸�Ð � ¼ � À=¯iºaÒ�Ò�Ç�ãP·R±µ´sÁ�¯�¹"ÇN°-Á�»�±�¸Pºf´=»^Æ�Ç0Â
Ñ ÙjÒ�Õ�Ò"Ô�¼L±xÏ Ç�Ï� � Ò�Ó�À"Ï�ç�ÅRÇ æ Âf´sº*»i¶�º�ÅRÇ�¯�ÁRÁRÂf»oÃ;±£Ä�¯^ºf±£»�¸�´�±�´�³�¯�´s±µ¹�¹"·R³�±�¹�®a¾�¿ ¼D¸R»VÇ0¸�°Ú¹0»�ÂfÂ�ÇN¹zºf±£»�¸�´fÀ�Õ
³�Ç0ÅR±�¸�°�º�ÅR±µ´�¶D»�²£²�»^ÍêºfÅRÇ*Â�ÇN´s·�²Øºj´�¶D»�Â Å � Ó	�0ÒS���-�����0ÒNÓ	�

¿6±£Ð�·RÂfÇ�î;Ïvì
±�²�²£·�´sº�Âj¯^ºfÇ�´�º�ÅRÇ
¯�¹0¹"·�Âf¯�¹"Î�»i¶RºfÅRÇ�°RÇ0Âf±£Æ^¯^ºf±£Æ�ÇH¯�ÁRÁRÂf»oÃ\±�Ä�¯^ºf±£»�¸�º�»aºfÅR±µ´6¶D·R¸�¹zºf±£»�¸� ¼ � À�¯�¹"Âf»�´f´-Ñ ÙfÒ�Õ£Ò0Ô6¯�´aºfÅRÇ�°RÇ0Ð�ÂfÇ0Ç-»i¶�º�Å�Ç'Ð�²£»�³�¯i²6Á�»�²£Î\¸R»�Ä�±�¯�²�±µ´�Æ^¯�Â�±�Ç�°JÏ�Ö�¶Aº�Å�Ç-¶D·R¸�¹zº�±�»�¸à±�´
¸R»�ºaÍHÇ�²£²?ÂfÇ�´�»�²�Æ�ÇN°à¼x¯�´
±µ´�ºfÅRÇ-¹0¯�´sÇ�ÅRÇ�Â�ÇoÀzÕ�±£¸�¹0Â�ÇN¯�´�±£¸�ÐKÅ�Å\·RÂ�ºf´
º�ÅRÇ�¯�¹0¹"·�Âf¯�¹"Î�Ï�ß�¸�ºfÅRÇ�»�º�ÅRÇ�Â
Å�¯�¸�°JÕiÍ�ÇHÍ�»�·�²�°-Ç"Ã;Á�ÇN¹zº ÷�¯�¸�°�Í
±�²£²;±�¸�°;Ç�Ç�°�´sÇ�ÇH±�¸�ìoÙ�Ë»÷.º�Å�¯iº>¶D»�Â�¯�ÅR±�Ð�Å�²£Î*ÂfÇ�´�»�²�Æ�ÇN°�´sÄ�»\»iºfÅ
¶D·R¸�¹"º�±�»�¸ÝÍ
Å�±�¹jÅÝ±µ´'ÍHÇ�²£²�¯iÁRÁ�Â�»oÃ;±�Ä�¯iº�ÇN°à³\ÎÛ²�»^Í °RÇ0Ð�ÂfÇ0Ç�Á�»�²�Î\¸R»�Ä�±µ¯i²µ´0Õ6ºfÅR±�´�¯�ÁRÁRÂf»�¯�¹jÅÛ¹0¯�¸
´�±£Ð�¸R± æ ¹0¯i¸Pºf²£Î�ÂfÇ�°R·�¹"Ç�³�»�·R¸�°�¯iÂfÎ�Ç0ÂfÂ�»�Âf´�ÏÈ?¥5]?¥ ��«<eO^�¨���©�§<¢�cM¢+¤�¦6©�§Â¸����mcõ¤É¹ ¥�ç�ÅRÇ�±µ°;Ç�¯-³�Ç�ÅR±£¸�°!é£��¯��$±µ´Hº�»�Ä�»\°R±Ø¶DÎ-��»iº�Ù�¯iÙ��¸R»�º�³\Î ´�ÅR±£¶�º�±�¸RÐ�º�Å�Ç*»�·;ºfÇ0ÂfÄ�»P´dº�ºdÍ�»�¹"Ç0¸PºfÇ0Âj´�Ç0¸Pº�±�Â�Ç�²£Î »�·;ºj´s±µ°;Ç�º�ÅRÇ�°R»�Ä�¯i±�¸?Ï

ç�ÅRÇ�¹0Ç0¸Pº�Ç�Âf´�Æ;´0ÏA°�¯^ºf¯�Á�»�±�¸Pºf´�¶D»�Â�é£��¯\��¯iÂfÇ�±£²�²£·�´dºfÂf¯iº�Ç�°!³\Î
¥ ¥ § § ¦ ¦ ¦ Ï�Ï0Ï0Ï�Ï0Ï ¦ ¦ ¦ § § ¥ ¥ Ï
ß�¸RÇ*¹0¯�¸�¸�»^ÍU´�ÅR»^Íê¶D»�Âa¹"·R³R±µ¹*®a¾�¿=´�º�Å�¯^º| ç�ÅRÇ�®a¾�¿�¯�ÁRÁRÂf»oÃ\±�Ä�¯^ºf±£»�¸�¯�¹"Âf»�´f´�º�ÅRÇH±£¸PºfÇ0ÂfÆo¯�²�¼L±£¸�°RÇ0Ç�°�·RÁ*º�»aº�ÅRÇH±£¸R¸�Ç0ÂfÄ�»P´dº>»i¶;º�Å�Ç

º�Âj¯i¸�´s²µ¯^ºfÇ�°×¹0Ç0¸Pº�Ç�Âf´jÀa±µ´�Ç0¸Pº�±�ÂfÇ0²�Î�±£¸�°RÇ0Á�Ç0¸�°;Ç�¸Pº�»�¶�ÅR»^Í ¶L¯�Â�ºfÅRÇ�¹"Ç0¸PºfÇ0Âj´�Å�¯oÆ�Ç-³�Ç0Ç�¸
´�ÅR±Ø¶�ºfÇ�°Ü»�·;º!¼LÅRÇ0¸�¹"Ç Í
±£º�Å�±£¸ º�ÅRÇ�±£¸Pº�Ç�Â�Æ^¯�²xÕ6º�Å�Ç ÂfÇ�´�·R²Øº�±�´-±�°RÇ0¸Pº�±µ¹0¯�²�ºf»à¯×´sºf¯�¸�°R¯iÂj°�a»�ºsÙ�¯^ÙO��¸R»iº
´�ÁR²£±�¸RÇoÀzÕ�¯�¸�°
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�	��
��è�� Q^GÇøa#!,�#M%K"`ÃN�L��x'3�#�� E-":���F(�(7#�(K�+$¸"`ÃN�=J��F(��+U8��" �+U8�=������(7#8���+�9��"5� #�$�#M%�"`ÃN�I%DEN$��F"5�+#�$«ê%ë:ì�í�îï�ljnq��w�ljyMë�ø�ë`ì»ð ñò í)í9?£ÃG�F$·E-3D�+$-,KJ�� ö0�>(7�F$�"��D#��?xF�@$���" � #�$�3O#!%9�FEyx'� �O.</2143O?��+"
ÃK,�� #�xM�����-#�� *�$�#��9�+���":�>(��O3ó7��$�Jq�I��":�OÃ-�+$-,q�D#�$�3D"5(7���@$�"53Äô�P�ùMÃN�L������(7#>���@�I��"5�+#�$T?4��3��!��� �>E-� ��":�DJqE-3D�+$-,qX�X«�DCFEN�@35�N���D�!J��!�>$�":�F(�3Äz�J���":�U���� EG�>3±���F(M#�3D3bú ï���ûd�Oü7P
Þ�¯^Ã Ç�Â�Âf»�Â Þ×¯^Ã!ÌAÂfÂ�»�Â

Ö�²�²£·�´dºfÂf¯iº�±�»�¸!»i¶�ºfÅRÇ�°;±µ´dºfÂ�±�³R·;ºf±£»�¸ ±�¸VÄ�¯iÐ�±�¸\·�°;Ç ±�¸VÄ�¯�Ð�¸R±£º�·�°;Ç³ »i¶=ò�Ò�°R¯^ºj¯'Æ^¯�²£·RÇN´
»^Æ�Ç�Â�Ñ ³ Ò���Ò"Ô Þ´Í'ÕfÌ � ï Ö>Í'ÕhÌ � ï
ÓRÏ Ó ò�� Ó�ï Ö ÒNÓ ó � ì	� ì�� Ö Ò�Ó ó Â
ÓRÏ�Ò ï	� �RÒ Ö ÒNÓ óÓý ì	� �Pî Ö Ò�Ó ó �
ÓRÏvì Ò�� [�� Ö ÒNÓ ó � ÒS� [Pî Ö Ò�Ó ó �
ÓRÏ ï Ò��vî�ì Ö ÒNÓ ó � ÒS� ï\� Ö Ò�Ó ó �
ÓRÏ ò [	� [RÒ Ö ÒNÓ ó � ÒS� Ó\� Ö Ò�Ó ó Â
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x ← Exact Function  

← Basic 
← Not−a−Knot  

← SNaK  
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